
 

 

 

Απαντήσεις Θεμάτων 

Θέμα Α 

Α1.  Σχολικό βιβλίο σελίδα 144 

Α2.  Σχολικό βιβλίο σελίδα 15 

Α3.  Σχολικό βιβλίο σελίδα 77 

Α4.   

α. ΛΑΘΟΣ 

β. ΛΑΘΟΣ 

γ. ΛΑΘΟΣ 

δ. ΣΩΣΤΟ 

ε. ΣΩΣΤΟ 

Θέμα Β 

Β1.  𝐷𝑓 = ℝ 

𝑓 συνεχής και παραγωγίσιμη με: 

𝑓′(𝑥) = (√𝑥2 + 1 − 𝑥)
′
=

1

2√𝑥2+1
∙ (𝑥2 + 1)′ − 1 =

2𝑥

2√𝑥2+1
− 1 =

𝑥−√𝑥2+1

√𝑥2+1
  

Ισχύει 𝑥2 < 𝑥2 + 1 για κάθε 𝑥 ∈ ℝ , άρα 𝑥2 < 𝑥2 + 1 ⇔ √𝑥2 < √𝑥2 + 1 ⇔ |𝑥| < √𝑥2 + 1 

Αν 𝑥 < 0 τότε 𝑥 − √𝑥2 + 1 < 0 ⇔ 𝑓′(𝑥) < 0 

Αν 𝑥 ≥ 0 τότε 𝑥 < √𝑥2 + 1 ⇔ 𝑓′(𝑥) < 0 

Άρα η 𝑓 γνησίως φθίνουσα στο ℝ , επομένως δεν παρουσιάζει ακρότατο. 

 

Β2.  Είναι 𝑓′(𝑥) = (
𝑥

√𝑥2+1
− 1)

′

=
√𝑥2+1−𝑥

1

2√𝑥2+1
∙2𝑥

𝑥2+1
=

2(𝑥2+1)−2𝑥2

2(𝑥2+1)∙√𝑥2+1
=

2𝑥2+2−2𝑥2

2(𝑥2+1)∙√𝑥2+1
=

1

(𝑥2+1)√𝑥2+1
> 0  

Άρα η 𝑓 είναι κυρτή στο ℝ και δεν έχει σημεία καμπής. 

 

Β3.    

• lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

(√𝑥2 + 1 − 𝑥) = lim
𝑥→−∞

(√𝑥2 (1 +
1

𝑥2
) − 𝑥) = lim

𝑥→−∞
(|𝑥|√1 +

1

𝑥2
− 𝑥) = 

𝑥 < 0
=

lim
𝑥→−∞

𝑥 (−√1+
1

𝑥2
− 1) = (−∞)(−√1 + 0 − 1) = +∞  

• lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(√𝑥2 + 1 − 𝑥) = lim
𝑥→+∞

(√𝑥2+1−𝑥)∙(√𝑥2+1+𝑥)

(√𝑥2+1+𝑥)
= lim
𝑥→+∞

𝑥2+1−𝑥2

𝑥(√1+
1

𝑥2
+1)

 = 0 
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Άρα η 𝑦 = 0 (𝑥′𝑥) οριζόντια ασύμπτωτη της 𝐶𝑓 στο +∞ 

• lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim
𝑥→−∞

√𝑥2+1−𝑥

𝑥
= lim
𝑥→−∞

𝑥∙(−√1+
1

𝑥2
−1)

𝑥
= − 2 , άρα 𝜆 = −2 

• lim
𝑥→−∞

(𝑓(𝑥) − 𝜆𝑥) = lim
𝑥→−∞

( √𝑥2 + 1− 𝑥 + 2𝑥) = lim
𝑥→−∞

(√𝑥2 + 1 + 𝑥) =0 

                               

Άρα   η 𝑦 = −2𝑥    πλάγια ασύμπτωτη στο −∞ 

 

Β4.  Η 𝑓 συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο ℝ , άρα 𝑓(𝐴) = ( lim
𝑥.+∞

𝑓(𝑥), lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)) = (0,+∞)   

 

Β5.  

 

 

 

 



 

 

 

Θέμα Γ 

Γ1.  Για κάθε 𝑥 ∈ ℝ είναι: 

𝑓′(𝑥) =
(1 + 𝑒𝑥) ∙ 𝑓(𝑥)

1 + 𝑓(𝑥)
⇔ 𝑓′(𝑥)(1 + 𝑓(𝑥)) = (1 + 𝑒𝑥)𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥)>0
⇔    

𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
+
𝑓′(𝑥)𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥)
= 1 + 𝑒𝑥 

⇔ (𝑙𝑛𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥))
′
= (𝑥 + 𝑒𝑥)′ ⇔ 𝑙𝑛𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 𝑒𝑥 + 𝑐 , 𝑐 ∈ ℝ 

Για 𝑥 = 0 έχουμε:  

𝑙𝑛𝑓(0) + 𝑓(0) = 0 + 𝑒0 + 𝑐 ⇔ 𝑙𝑛1 + 1 = 1 + 𝑐 ⇔ 𝑐 = 0  

 

Άρα lnf(𝑥) + 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 𝑒𝑥 ⇔ 𝑙𝑛𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥) = 𝑥 ∙ 1 + 𝑒𝑥 ⇔ 𝑙𝑛𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑙𝑛𝑒 + 𝑒𝑥 ⇔ 

⇔ 𝑙𝑛𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛𝑒𝑥 + 𝑒𝑥 ⇔ 𝑓(𝑥) + 𝑙𝑛𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 + 𝑙𝑛𝑒𝑥  , 𝑥 ∈ ℝ  (1) 

Θεωρούμε τη συνάρτηση ℎ με ℎ(𝑡) = 𝑡 + 𝑙𝑛𝑡 , 𝑡 > 0 , με h΄(t) > 0, οπότε η h γνησίως αύξουσα στο 

(0,+), άρα συνάρτηση 1-1. Η σχέση (1) ισοδύναμα γράφεται: 

ℎ(𝑓(𝑥)) = ℎ(𝑒𝑥)
ℎ:1−1
⇔   𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 , 𝑥∈ ℝ  

 

Γ2.  Είναι:  

𝑔(𝑥) = 𝑥 ∙ 𝑓 (
1

𝑥
) = 𝑥𝑒

1

𝑥 , 𝑥 ∈ ℝ∗  

 

lim
𝑥→0+

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→0+

(𝑥𝑒
1

𝑥)  
0 ∙ +∞
=

lim
𝑥→0+

𝑒
1
𝑥

1

𝑥

   
1

𝑥
= 𝑢

=
lim
𝑢→+∞

𝑒𝑢

𝑢
  
(
+∞

+∞
)

=
𝐷. 𝐿. 𝐻

lim
𝑢→+∞

𝑒𝑢

1
= +∞        

        

Άρα η ευθεία 𝑥 = 0 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της 𝐶𝑔 

 

Επίσης lim
𝑥→±∞

𝑔(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→±∞
(
𝑥𝑒
1
𝑥

𝑥
) = lim

𝑥→±∞
𝑒
1

𝑥    
1

𝑥
= 𝑢

=
  lim
𝑢→0

𝑒𝑢 = 1 = 𝜆  και 

lim
𝑥→±∞

(𝑔(𝑥) − 𝑥) = lim
𝑥→±∞

(𝑥𝑒
1
𝑥 − 𝑥) = lim

𝑥→±∞
(𝑥 (𝑒

1
𝑥 − 1)) = lim

𝑥→±∞

𝑒
1
𝑥 − 1

1
𝑥

  
1

𝑥
= 𝑢

=
  lim
𝑢→0

𝑒𝑢 − 1

𝑢
=  

                            
(
0

0
)

=
𝐷. 𝐿. 𝐻

 lim
𝑢→0

𝑒𝑢−0

1
= 𝑒0 = 1 = 𝛽  

 

Άρα η ευθεία 𝑦 = 𝑥 + 1 είναι πλάγια ασύμπτωτη της 𝐶𝑔 στο −∞ και στο +∞ 

 

 

 



 

 

 

Γ3.  Είναι: 

𝛼 <
𝛼+2𝛽

3
< 𝛽 ⇔ 3𝛼 < 𝛼 + 2𝛽 < 3𝛽 ⇔ {

3𝛼 < 𝛼 + 2𝛽
𝛼 + 2𝛽 < 3𝛽

⇔ {
2𝛼 < 2𝛽
𝛼 < 𝛽

⇔ 𝛼 < 𝛽 , που ισχύει 

 

Η συνάρτηση 𝑓 είναι παραγωγίσιμη στο ℝ, άρα και στο [𝛼, 𝛽] με 𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥 , οπότε ικανοποιεί τις 

προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ σε καθένα από τα διαστήματα [𝛼,
𝛼+2𝛽

3
] και [

𝛼+2𝛽

3
, 𝛽] , επομένως θα υπάρχει 

ένα τουλάχιστον:  

• 𝜉1 ∈ (𝛼,
𝛼+2𝛽

3
) τέτοιο ώστε 𝑓′(𝜉1) =

𝑓(
𝛼+2𝛽

3
)−𝑓(𝛼)

𝛼+2𝛽

3
 −𝛼

=
𝑓(
𝛼+2𝛽

3
)−𝑓(𝛼)

2(𝛽−𝛼)

3

 

• 𝜉2 ∈ (
𝛼+2𝛽

3
, 𝛽) τέτοιο ώστε 𝑓′(𝜉2) =

𝑓(𝛽)−𝑓(
𝛼+2𝛽

3
)

𝛽− 
𝛼+2𝛽

3

=
𝑓(𝛽)−𝑓(

𝛼+2𝛽

3
)

𝛽−
𝛼+2𝛽

3

=
𝑓(𝛽)−𝑓(

𝛼+2𝛽

3
)

𝛽−𝛼

3

 

 

Για κάθε 𝑥 ∈ ℝ έχουμε 𝑓′′(𝑥) = 𝑒𝑥 > 0, άρα η συνάρτηση 𝑓′ είναι γνησίως αύξουσα, οπότε για  

𝜉1 < 𝜉2 ⇒ 𝑓
′(𝜉1) < 𝑓

′(𝜉2) ⇒
𝑓(
𝛼+2𝛽

3
)−𝑓(𝛼)

2(𝛽−𝛼)

3

<
𝑓(𝛽)−𝑓(

𝛼+2𝛽

3
)

𝛽−𝛼

3

⇒ 𝑓 (
𝛼+2𝛽

3
) − 𝑓(𝛼) < 2 (𝑓(𝛽) − 𝑓 (

𝛼+2𝛽

3
))  

 

⇒ 3𝑓 (
𝛼+2𝛽

3
) < 𝑓(𝛼) + 2𝑓(𝛽) ⇒ 𝑓 (

𝛼+2𝛽

3
) <

𝑓(𝛼)+2𝑓(𝛽)

3
⇒ 𝑒

𝛼+2𝛽

3 <
𝑒𝛼+2𝑒𝛽

3
⇒

𝛼+2𝛽

3
< ln (

𝑒𝛼+2𝑒𝛽

3
)   

 

Γ4.  Σχηματίζουμε τη διαφορά 𝛥(𝑥) = 𝑒𝑥 − 𝑥2 − 1, 𝑥 ∈ ℝ 

Η συνάρτηση 𝛥 είναι παραγωγίσιμη στο ℝ με 𝛥′(𝑥) = 𝑒𝑥 − 2𝑥 , 𝑥 ∈ ℝ  

Επίσης 𝛥′′(𝑥) = 𝑒𝑥 − 2,   𝑥 ∈ ℝ 

Παρατηρούμε ότι 𝛥′′(𝑥) = 0 ⇔ 𝑒𝑥 = 2 ⇔ 𝑥 = 𝑙𝑛2 

Επομένως ο πίνακας μονοτονίας-ακροτάτων είναι ο παρακάτω: 

 

 
 

𝛥′(𝑙𝑛2) = 𝑒𝑙𝑛2 − 2𝑙𝑛2 = 2 − 2𝑙𝑛2 = 2(1 − 𝑙𝑛2) > 0  (εφόσον 𝑒 > 2
𝑙𝑛𝑥↑
⇒  𝑙𝑛𝑒 > 𝑙𝑛2 ⇒ 1 > 𝑙𝑛2 ) 

 

Άρα 𝛥′(𝑥) ≥ 𝛥′(𝑙𝑛2) > 0 ⇒ 𝛥′(𝑥) > 0, 𝑥 ∈ ℝ , οπότε η συνάρτηση 𝛥 είναι γνησίως αύξουσα στο ℝ. 

Είναι 𝛥(0) = 𝑒0 − 02 − 1 = 0 

Άρα η 𝑥 = 0 είναι η μοναδική ρίζα της εξίσωσης 𝛥(𝑥) = 0 και ισχύει: 



 

 

 

𝛥([0,1]) = [𝛥(0), 𝛥(1)] = [0, 𝑒 − 2] , άρα 𝛥(𝑥) ≥ 0 για κάθε 𝑥 ∈ [0,1] 

 

Άρα το ζητούμενο εμβαδόν δίνεται από τον τύπο: 

𝛦 = ∫ |𝛥(𝑥)|
1

0

𝑑𝑥   
𝛥(𝑥) ≥ 0
=

  ∫ (𝑒𝑥 − 𝑥2 − 1)𝑑𝑥 = [𝑒𝑥 −
𝑥3

3
−  𝑥]

0 

1

= 𝑒 −
1

3
− 1 − (𝑒0 − 0) = 

1

0

 

      = 𝑒 −
1

3
− 2 = 𝑒 −

7

3
 τ.μ. 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. Θα αποδείξουμε ότι για κάθε x  είναι 2 2 2 2g (x) 1 f (x) g (x) f (x) 1 (x) 1= +  − =  = , όπου 

2 2(x) g (x) f (x) = − , x . 

Η Η είναι παραγωγίσιμη στο  ως αποτέλεσμα πράξεων παραγωγίσιμων συναρτήσεων με 

g (x) f (x)

f (x) g(x)
(x) 2g(x)g (x) 2f (x)f (x) 2g(x)f (x) 2f (x)g(x) 0

 =

 =
   = − = − = . 

Άρα η Η είναι σταθερή, οπότε υπάρχει c  τέτοιος ώστε (x) c = , για κάθε x . 

Αρκεί να αποδείξουμε ότι c 1= . 

Είναι 2 2 2 2(0) c g (0) f (0) c 1 0 c c 1 =  − =  − =  = . 

Δ2. Για κάθε x  ισχύει: ( )2 2f (x)g(x) g (x) f (x)g(x) g (x) 0 g(x) f (x) g(x) 0  −   −    

( )

( )

g(x) 0 1

f (x) g(x) 0 2


 

− 
 

Λόγω της ( )2  έχουμε ότι D = . 

Η φ είναι παραγωγίσιμη ως αποτέλεσμα πράξεων παραγωγίσιμων συναρτήσεων με 

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

x x x xf (x) g(x)

2 2g (x) f (x)

e f (x) g(x) f (x) g (x) e e f (x) g(x) e g(x) f (x)
(x)

f (x) g(x) f (x) g(x)

 =

 =

 − − − − − −
 = = =

− −
 

( ) ( )

( )

( )xx x

2

2e f (x) g(x)e f (x) g(x) e f (x) g(x)

f (x) g(x)

−− + −
= =

− ( )
2

f (x) g(x)−

x2e
2 (x)

f (x) g(x)
= = 

−
 

Η φ΄ είναι παραγωγίσιμη και (x) 2 (x) 2 2 (x) 4 (x)  =  =   =   

Θεωρούμε τη συνάρτηση (x) f (x) g(x) = − , x . 



 

 

 

Για κάθε x  είναι (x) 0   (λόγω της ( )2 ) 

Επιπλέον η Κ είναι συνεχής ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων (οι f και g ως παραγωγίσιμες είναι και 

συνεχείς). 

Άρα η Κ διατηρεί σταθερό πρόσημο στο  και επειδή (0) f (0) g(0) 0 1 0 = − = −   ισχύει (x) 0  , για 

κάθε x . 

Για κάθε x  είναι 
xe

(x) 0
(x)

 = 


 αφού 
xe 0

K(x) 0

 



 

Άρα για κάθε x  έχουμε: 

2 (x) 0 (x) 0     

4 (x) 0 (x) 0     

Επομένως: Η φ είναι γνησίως φθίνουσα στο . 

  Η φ είναι κοίλη στο . 

Δ3. Έχουμε την εξίσωση: ( )( ) ( )( )x xe 2x 1 f (x) g(x) 0 e 2x 1 f (x) g(x)+ + − =  = − + −   

( ) ( )
xe

2x 1 (x) 2x 1 3
f (x) g(x)

 = − +   = − −
−

 

Έστω ε η εφαπτομένη της γραφικής παράτασης της φ στο σημείο ( )0, (0) . 

Είναι 
0e 1

(0) 1
(0) 1

 = = = −
 −

 

(0) 2 (0) 2 =  = −  

ε: ( )y (0) (0) x 0 y 1 2x y 2x 1−  =  −  + = −  = − −  

Η φ είναι κοίλη, άρα η ε βρίσκεται πάνω από τη γραφική παράταση της φ με εξαίρεση το σημείο επαφής. 

Άρα για κάθε x  ισχύει (x) 2x 1  − −  και η ισότητα ισχύει μόνο για x 0= . 

Επομένως η ( )3  έχει μια και μοναδική ρίζα το 0. 

 



 

 

 

Δ4. Έστω ( ) ( ) ( )
1 1 1f (x) g (x)

2 2

g(x) f (x)
0 0 0

f (x) g (x) dx f (x)f (x) g(x)g(x) dx g (x)f (x) f (x)g(x) dx
=

=
  = + = + = + =    

( )  
1 f (0) 0

1

0

0

f (x)g(x) dx f (x)g(x) f (1)g(1) f (0)g(0) f (1)g(1)
=

= = = − =  

Βρίσκουμε τους αριθμούς f (1)  και g(1) . 

Το Ε είναι το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της f, του άξονα x΄x και τις 

ευθείες x 0=  (άξονας y΄y) και x 1= . 

Η h είναι συνεχής στο  0,1  ως αποτέλεσμα πράξεων συνεχών συναρτήσεων. 

Είναι 

1

0

h(x) dx =   

Για κάθε  x 0,1  είναι 
x

f (x) g(x) (x) 0
h(x) 0

e 0

− =  
 


 

Άρα ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 g(x) f (x)

x x x

x

0 0 0 0

g(x) f (x)
h(x) dx dx g(x) f (x) e dx g(x)e f (x) e dx

e

=
− − −−

  = − = = − = + − =
      

( ) ( )
1 1 f (0) 01

x x x x 1 0

0
0 0

f (1)
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Είναι 
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Ισχύει 2 2g (x) 1 f (x)= +  για κάθε x  (ερώτημα Δ1.), οπότε 
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Άρα ( )
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Γνωρίζουμε ότι η g είναι συνεχής στο διάστημα  και g(x) 0  για κάθε x . 



 

 

 

Άρα η g διατηρεί σταθερό πρόσημο στο  και επειδή g(0) 1 0=   ισχύει g(x) 0  για κάθε x  οπότε 

και g(1) 0 . 

Έτσι η ( )1  γράφεται: 
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Τελικά: 
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